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摘　要　目的:定量描述离子通道门控动力系统的记忆。方法:利用随机点过程理论 , 建立离子通道的动力学模型 , 用点

过程协方差密度度量通道记忆。结果:提出了模型的一般框架 , 并给出了协方差密度的性质以及模型的拟合优度检验。结

论:用镶嵌点过程模型从记忆性及其变化的角度来描述离子通道的活动 ,克服了 Markov模型和分形模型各自的局限。
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The Model of Embedded Point Processes for Ion Channels
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Abstract　Objective:To describe quantitatively the memory in ion channel gating kinetic system.Method:Apply

the theory of stochastic point processes to establish a kinetic model for ion channels.The covariance density of point pro-

cesses is used to assess quantitatively the memory in ion channels.Results:A general framework of the model is estab-

lished.The property of covariance density and the goodness-of-fit test are given.Conclusion:The limitations of Markov

model and fractal model can be overcome by using the model of embedded point processes to describe the channel activity

in terms of memory and its change.
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　　膜片钳(patch clamp)技术使得建立生物膜单离

子通道随机模型成为可能。由 Colquhoun等[1 ,2]首先

提出的Markov模型在单离子通道随机模型的研究中

占据着主导地位 ,这个模型假设通道蛋白构象变化

可以用少数几个离散状态来描述 ,这些状态具有

Markov无后效性 ,离子通道随机过程是一个有限状

态Markov 过程。随后Liebovith等[ 3 ,4]提出 ,某些离子

通道蛋白构象并不是有限的几个离散状态 ,如角膜

内皮细胞离子通道 ,因此不能应用Markov模型来描

述通道蛋白构象的变化 ,在此基础上提出了分形

(fractal)模型 ,Liebovitch和 Fang[ 5 ,6]等分别提出通道

具有记忆性。前者认为 ,通道在一个状态的持续时

间越长 ,在单位时间离开此状态的概率就越小;后者

认为通道电流序列具有自相关性。可是 ,随后Mc-

Manus等[ 7]研究表明 ,对于几种通道的实验数据 ,分

形模型并不比Markov 模型更好地拟合它们 ,原因主

要是分形模型要求开放时间独立 、关闭时间独立以

及开放时间和关闭时间相互独立 ,然而 ,大多数实验

数据都不能满足这一条件 。本文将针对Markov模型

只能描述通道蛋白构象为有限离散状态和分形模型

间局限于时间独立性 ,建立离子通道时间记忆模型 ,

用记忆机制来解释通道活动的变化规律。

1　随机点过程模型

1.1　模型的一般结构

在离子通道随机模型中 ,如果把由关闭转为开

放的时刻看成一个点 ,并且这个点发生的时刻是随
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机的 ,设为 S1 ,S2 , …,则{Sn }(n =1 ,2…)就形成

一个随机点过程(point process)[ 8] ,称为开放点过程;

同样地 ,通道由开放转为关闭的时刻{Tn}(n =1 ,

2 , …)形成关闭点过程 。如果我们用 N0(t)表示在

时刻 t 之前(包含时刻 t)开放点时间的个数 ,则随

机过程{N0(t)}就称为开放点过程的伴随计数过程

(counting process),同样也有关闭点过程的伴随计数

过程{N1(t)},在不会引起误解的情况下 ,开放点

过程用{N0(t)}表示 ,关闭点过程用{N1(t)}表

示。因 此 , 离 子 通 道 随 机 点 过 程 可 以 看

成由开 放点 过程{N0(t )}和关 闭点 过程

{N1(t)}镶嵌而成 ,两个开放点事件之间一定发生

一个关闭点事件 ,同时两个关闭点事件之间一定发

生一个开放点事件 。假设第一点是开放点 , 0<S 1

<T1 <…<Tn-1 <Sn <Tn <…,开放点过程和关

闭点过程用数学符号可以分别表示为:

P N0(t , t +Δt)=1 H
0
t　e s =μ0(t)Δt +o(Δt)

P N0(t , t +Δt)>1 H
0
t　y o =o(Δt)

　　　　　　　　　 (1.1)

　　　　　　　　和

P N1(t , t +Δt)=1 H
1
t　s i =μ1(t)Δt +o(Δt)

P N1(t , t +Δt)>1 H
1
t　i o =o(Δt)

　　　　　　 (1.2)

　　　　　　　　其中

H
0
t= N0(t)=N1(t)=n ;0<S1 <T1 <… <Tn-1 <Sn <Tn < t有限

H
1
t= N0(t)=n , N1(t)=n -1;0<S1 <T1 <… <Tn-1 <Sn <Tn <t

(1.3)

μ0(t)和 μ1(t)分别是开放点过程和关闭点过程的条件强度函数。我们考虑 μ0(t)和 μ1(t)分别取如下形式:

μ0(t)=υ0 +∫
t

0
g00(t -u)dN0(u)+∫

t

0
g01(t -u)dN1(u)　　 (1.4)

　　　　　　　　和

μ1(t)=υ0 +∫
t

0
g10(t -u)dN0(u)+∫

t

0
g11(t -u)dN1(u)　　 (1.5)

　　其中 , υ0 , υ1分别是开放点事件发生和关闭点

事件发生的基底强度 , g00(t), g01(t)和 g10(t),

g11(t)分别表示开放点事件和关闭点事件的条件

强度函数随时间间隔长度衰减的部分 ,我们把它称

之为响应函数。

我们将引进开放点的条件存活概率和关闭点

的条件存活概率 ,对于 t > t n ,我们用 PS
n+1
(t|s1 ,

t1 , … , tn-1 , sn , tn)表示给定 S1 = s1 , T1 = t 1 , …,

Tn-1 =tn-1 , Sn =sn , Tn =t n时Sn+1 > t的条件概

率 ,同理可以给出关闭点的条件存活概率 PT
n
(t|

s1 , t1 , … , tn-1 , sn),不难证明开放点的条件存活概

率为:

PS
n+1
(t|s1 , t1 , …, sn , tn)=exp -∫

t

t
n

μ0(u)du33 　　(1.6)

条件概率密度为:

fS
n+1
(t|s1 , t1 , … ,sn , tn)=μ0(t)exp -∫

t

t
n

μ0(u)du 91

9　K

　(1.7)

同理可以求得关闭点过程的条件存活概率和条件

存活概率密度分别为:

PT
n
(t |s1 , t1 , …, tn-1 , sn)=exp -∫

t

s
n

μ1(u)dump (1.8)

和

fT
n
(t |s1 , t1 , … , tn-1 , sn)=μ1(t)exp -∫

t

s
n

μ1(u)du( (1.9)

同理可以讨论第一点为关闭点的情况。

假设在观察区间(0 , T )上开放点过程和关闭

点过程的发生时间为 0< s1 <t 1 <…<sn <tn <

T ,以下称此为第一种情形 ,这 2 n 个点发生时间

的联合概率密度为:

fS
1 , T1 …Sn , Tn

(s1 , t1 , …sn , tn)

=fS
1
(s1)f T1(t|s1)fS2(s2|s1 , t1)…f T

n
(tn |s1 , t1 , … , sn) (1.10)

另外 ,注意到在时间区间(0 , T )上开放点过程有一

个不完全区间 ,它为似然函数提供的因子是:

PS
n+1
(T|s1 , t1 , … , sn , tn)= exp -∫

T

t
n

μ0(u)d u

因此 ,上述随机点过程在观察区间(0 , T)上的对数

似然函数为:
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　　　　L(θ)=-∑
n+1

i=1∫
s
i

s
i-1

μ0(u)du -∑
n

i=1∫
t
i

s
i

μ1(u)du +∑
n

i=1
logμ0(si)+∑

n

i=1
logμ1(t i) (1.11)

其中 θ为模型的参数 , t 0 =0 , sn+1 =T 。同理可以求

其它 3种情形(即开放点过程和关闭点的发生时间分

别为0<s 1<t 1<…< sn ≤T ;0<t 1 < s1 <…< sn

≤T ;0< t1 < s1 <…<tn <T )的对数似然函数 ,

如果不加声明 ,以下都是在第1种情形下讨论的。

1.2　参数化和似然函数的计算

为了使响应函数 g00 (t), g01(t), g10(t),

g11 t 参数化 ,取响应函数为如下形式:

g 00(t)=∑
K

k=1
a
(k)

00 ·exp(-bkt), 　　g 01(t)=∑
K

k=1
a
(k)

01 ·exp(-bk t)

　　　　 　　g 10(t)=∑
K

k=1
a
(k)

10 ·exp(-bkt), 　　g 11(t)=∑
K

k=1
a
(k)

11 ·exp(-bkt)　　　　　　 (1.12)

因此对数似然函数为:

L(θ)=-υ0T1-υ1T2-∑
K

k=1
a
(k)

00 ∑
n

i=1
R
ts
k(i)-∑

n+1

i=1
R

ss
k(i) -∑

K

k=1
a
(k)

01 ∑
n

i=1
R

tt
k(i)-∑

n+1

i=1
R
st
k(i) )-n∑

K

k=1

a
(k)

01

bk
-

∑
K

k=1
a
(k)
10 ∑

n

i=1
R

ss
k(i)-∑

n

i=1
R

ts
k(i)

0

-n∑
K

k=1

a
(k)
10

bk
-∑

K

k=1
a
(k)
11 ∑

n

i=1
R
st
k(i)-∑

n

i=1
R

tt
k(i)

t

+∑
n

i=1
logμ0(si)+∑

n

i=1
logμ1(ti) (1.13)

其中 T1 表示关闭时间总和 , T 2表示开放时间总和 ,

θ= a
(1)

00 , … , a
(K)

00 , a
(1)

01 , …, a
(K)

01 , a
(1)

10 , … , a
(K)

10 , a
(1)

11 , …, a
(K)

11
,b1 , …, bK , υ0 , υ1)

T

是模型的参数

R
ts
k(i)=

1
bk
∑
　0<s

j
<t

i

exp -bk(ti -sj() ) , 　R
ss
k(i)=

1
bk ∑　0<s

j
<s

i

exp -bk(si -sj)∫
R

tt
k(i)=

1
bk ∑　0<t

j
<t

i

exp -bk(ti -tj) ,, 　R
st
k(i)=

1
bk ∑　0<t

j
<s

i

exp -bk(si -tj)|

1.3　模型的选择

由(1.12)式可以看出 ,模型依赖 K ,如果有几

个模型同时都能拟合同一批数据 ,那么就应该对这

些模型进行排序 ,选出一个最优的模型 ,但是仅仅

使用对数似然函数值作为选取模型的标准是不合

适的 ,因为这一选择标准总是倾向于自由参数多的

模型 ,因此需要一个既考虑到模型的拟合优度同时

又要“惩罚”较多参数的模型的排序方案 ,这个排序

方案就是Akaike信息准则(AIC):

AIC值=-2L +2Npar (1.14)

其中 L 是对数似然函数的最大值 , Npar 表示参数个

数 ,我们将具有最小 AIC 值的模型视为最好的模

型 ,具有第 2小 AIC 值的模型视为第 2好的模型 ,

等等 。

同时 ,模型的选择还可以通过下述的似然比检

验来实现。假设现在有两个模型 H1 和 H0 ,模型

H1的参数个数大于模型 H0 的参数个数 ,那么

χ2 =2 L (H1)-L (H0) )　　　　 (1.15)

近似服从自由度为 df =(模型 H1 的参数个数-模

型H0的参数个数)的χ
2分布 ,其中L (H1), L (H0)

分别是模型 H1 , H0 的对数似然函数的最大值 ,当

χ2 >χ2df , α时接受模型H1 ,当 χ
2 ≤χ2df , α时接受模

型 H0 ,这里α是检验水平 。

2　点过程计数的二阶矩

点过程的协方差密度反映一定跨度的两个时

点的关联程度 ,我们把它作为描述离子通道记忆性

的指标 。这一组指标总共有 4个 ,它们分别是:开

放点过程自协方差密度 φ00(τ)、关闭点过程自协

方差密度 φ11(τ)以及开放点过程和关闭点过程的

交叉协方差密度 φ01(τ)和 φ10(τ),根据Hawkes的

递推关系 , 在给定响应函数 g00(t), g01(t),

g10(t), g11(t)的条件下 ,可以得到开放点过程和

关闭点过程的自协方差密度和交叉协方差密度满

足如下的积分方程组(τ>0):

90 中山医科大学学报(Acad J SUMS), 1999 , 20(2)



　　　φrs(τ)=μsgrs(τ)+∫
∞

0
grs(τ+υ)φss(υ)dυ+∫

τ

0
grs(τ-υ)φss(υ)dυ+　　　　　　　　　　

　　　　　∫
∞

0
grs′(τ+υ)φss′(υ)dυ+∫

τ

0
grs′(τ-υ)φs′s(τ-υ)dυ　　　　　　　　　　　　　　　(2.1)

其中 , r , s =0 ,1;s′=
0 ,若 s=1

1 ,若 s=0 <
;μ0 和 μ1分别

是开放点过程和关闭点过程的平均发生率 , 由

(1.4)式和(1.5)式 ,可得 μ0 和 μ1 满足下列非齐次

线性方程组:

μ0 =υ0 +μ0∫
t

0
g00(t -u)du +μ1∫

t

0
g01(t -u)du　(2.2)

和 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

μ1 =υ1 +μ0∫
t

0
g10(t -u)du +μ1∫

t

0
g11(t -u)du　(2.3)

下面我们给出有关开放点过程自协方差密度

φ00(τ)、关闭点过程自协方差密度 φ11(τ)以及开

放点过程和关闭点过程的交叉协方差密度 φ01(τ)

和 φ10(τ)的一个性质。

性　质　如果开放点过程和关闭点过程形成

的响应函数 g00(t), g01(t), g10(t), g11(t)具有

(1.12)的形式 ,则有

　　lim
τ※∞
φrs(τ)=0 (2.4)

其中 , r , s =0 ,1

证明:记 φrs(τ)的 Laplace 变换为 φ
＊
rs(τ),由(2.1)式 ,可得

φ＊00(t)=∑
K

k=1

a
(k)

00 μ0 +φ
＊
00(bk)+φ

＊
00(t)+a

(k)

01 φ＊01(bk)+φ
＊
10(t)

t +bk
(2.5)

把(2.5)式右边的 φ
＊
00(τ)移到左边整理得到

φ＊00(t)=
∑
K

k=1

μ0a
(k)
00

t+bk
+

a
(k)
00 φ＊00(bk)
t+bk

+
a
(k)
01 φ＊01(bk)
t+bk

+
a
(k)

01 φ
＊
10(t)

t+bk

1-∑
K

k=1

a
(k)

00

t+bk

　　　　　　　 (2.6)

(2.6)式两边同乘 t 之后 ,令 t ※0得

lim
t ※0
φ＊00(t)=

∑
K

k=1

a
(k)
01

bk

1-∑
K

k=1

a
(k)

00

bk

·lim
t ※0

tφ＊10(t)　　(2.7)

同理可得

lim
t ※0

tφ＊01(t)=
∑
K

k=1

a
(k)

01

bk

1-∑
K

k=1

a
(k)

00

bk

·lim
t ※0

tφ＊10(t)　　(2.8)

lim
t ※0

tφ＊10(t)=
∑
K

k=1

a
(k)

10

bk

1-∑
K

k=1

a
(k)

11

bk

·lim
t ※0

tφ＊00(t)　　(2.9)

lim
t ※0

tφ＊11(t)=
∑
K

k=1

a
(k)

10

bk

1-∑
K

k=1

a
(k)

11

bk

·lim
t ※0

tφ＊01(t)　　(2.10)

由(2.7)～ (2.10)式可得

lim
t ※∞
φrs(τ)=lim

t ※0
tφ
＊
rs(t)=0

其中 , r , s =0 ,1 ,证毕 。

上面的性质说明随着两个点事件的时间间隔

τ的增大 ,这两个点事件的相关联程度逐渐减小 ,

最终变为 0 ,也就是说 ,若用点过程协方差密度表

示离子通道的记忆性 ,随着点事件的时间间隔的增

大 ,记忆最终变为 0 ,这与实际情况吻合 ,因此从一

个侧面说明用协方差密度能够反映离子通道的记

忆性 ,同时也说明我们采用响应函数为(1.12)是可

行的 。

3　模型的拟合优度检验

如前所述 ,离子通道随机点过程由两个点过程

{N0(t)}和{N1(t)}镶嵌而成 ,因此可以对这两

个点过程{N0(t)}和{N1(t)}进行拟合优度检

验。下面具体讨论检验方法。

根据满足(1.1)、(1.2)式的点过程可以通过随

机时间变换化为单位强度的 Poisson过程[ 8] 。实际

上 ,对于相当广泛的一类点过程上面的结论仍成

立 ,即任意一个相当一般的点过程都可通过随机时

间变换转化为单位强度的 Poisson过程[ 9] 。以开放

点过程{N0(t)}为例 ,我们来讨论检验的步骤。假

设在时间区间(0 , T )上观察到的点发生时间为:0

91第 2期　周文清 ,等.离子通道镶嵌点过程模型



< s1 < t 1 <… < sn < tn <T , tn′< t < sn′+1 ,

{N0(t)}的累积强度为

A0(t)=∑
n′

i=1∫
s
i

t
i-1

μ0(u)du +∫
t

t
n
′
μ0(u)d u　 (3.1)

其中 t 0=0。具体步骤如下:

第1步 ,作随机时间变换:

　　 s ※τ= Α0(s)　　　　　　　(3.2)

对每个 si 计算对应的

τi =Α0(si)=∑
i

j=1∫
s
j

t
j-1

μ0(u)d u　　　　　 (3.3)

　　第 2 步 , 检验点序列 τi 是否为单位强度的

Poisson过程。我们将从下面 3方面进行检验:

①可以利用如下的散度指标检验 Poisson过程

的时间齐性 ,设 x1 , x2 , … , xl是离散随机变量X 的 l

个观察值 ,  x =(x1 +x2 +…+xl)/ l是样本平均

值 ,于是 ,统计量

d =∑
l

i =1
(xi - x)

2/ x 　　　　　　　　　　(3.4)

可以用来检验这 l 个观察值是否来自单位强度的

Poisson总体 。已经知道当这 l 个观察值确是来自

同一 Poisson总体时 ,自由度 l -1的 χ
2
分布是统

计量 d 的一个很好的渐进分布 。

②设 N(t), t≥0

τ

是单位强度 Poisson过程 ,则

在给定 N(t)=n 的条件下 ,在(0 , T ]上的 n 个点

发生时间 S1 , …,Sn 和 n 个在(0 , T ]上均匀分布的

独立随机变量的次序统计量有相同分布。当观察到

的点数 n比较大时 ,统计量  Sn =∑
n

i=1
S i 近似服从均

值为 nT /2和方差为 nT
2 /12的正态分布。于是 ,当

给定的置信水平是 95%时 ,相应的置信区间是

n -1.96
n
3

ce
T
2
, n +1.96

n
3

T
2

k 1 　(3.5)

这就是说 ,当  Sn 的观察值落在由(3.5)式给出区间

中时 ,我们就按检验水平 0.05接受被观察点的发

生是齐次 Poisson过程 。

③设 Sn ,n =1 ,2… k是单位强度的 Poisson过程

N(t), t ≥0 bk点发生时间 ,则点间间距 Tn =Sn -

Sn-1(S0 =0;n =1 ,2 , …)是相互独立的参数为1的指

数分布随机变量 ,因此可以利用Pearson-χ
2
检验将

由{T n}所确定的经验分布作拟合优度检验。

4　讨论与小结

本文首次把随机点过程理论用于离子通道活

动的分析。离子通道随机点过程可以由开放点过

程和关闭点过程镶嵌形成 ,着重探讨了通道记忆

性 ,用点过程协方差密度度量通道记忆和描述通道

活动的变化 ,同时给出了模型的拟合优度检验 。

离子通道镶嵌点过程模型用通道记忆来描述

通道活动的变化 ,克服了 Markov 模型和分形模型

的局限 ,即 Markov 模型认为离子通道只存在某几

个离散的蛋白构象状态 ,分形模型假定开放时间和

关闭时间是相互独立的。

关于本模型的应用将另文介绍。本模型只能

处理具有两个电导水平的单通道记录 ,对于两个电导

水平以上的情况须进一步研究。
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